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4 Hodge *- operator
NRreet. spo と 正定値対称双線形形式の組

{ (V. ( .7 ) : ori . d次元 eucdid
-
vect .

sp ( ecr- ied : oird . に 対 し

volaof: U の nom- y orientation vol -eamned

Def
.

* : NV → AkNを . 特徴づけ
αΛ *β=<α , β> - wol (α 、 β E べv )

で 定める

Prop .
1 . 2 .20 上 の 定で、 * は下をみたす

i ) {i 派} u { ……jd-k } = {…d } なら

* (ecin . neice ) = E - ej , n … ^ eja- k

wf E = sgn (ic - , ik. jsoッjd_k )

特に * 2 = vol

i ; ) * は up fo sign で self - adj . つまり

<α, * β 〉 = (- 、)e(
《- * )<*α ,β } ( EMV)

: i ; ) * は up fo sign で 対合 つまり

* *α = (- 1 )
k(a- k)
α α( ε Nτ)

ル) * は ( Λ*V ,
< , )) における 等長 変換

。

以下 * は 基本的 に X の 方で 考 える



D (Dual ) Lefschetz operafor

{ (o. C . s ) : caudidnwatsp .

I : courpatilealmostcomplexstructure ,
o:定 まるfundamental form

Recall Lefschetzoperafor L
:AV* *V* ; a 0 ω^ x

(Def. 1 . 2 . 18) : *U¢*NVYX; 上 の ④ - linear 延長

Def. 1 .2 .21
Ax.β>〈 = {α .

Lβ>
「

dual Lefschetz operator A :
Λ
*V **V

*
; L の 随伴

: MV4→MViX: 上 の ① -linea。 延長

Rmk
. (. 2

.

22 0 I は V,V* に ori を定めるので 世における * も 定まる

o ω^ = n ! .vol(本では n :ω^=vol これはいつも存在するのだった 。

r

∵ {xi } o {y= Ilx]}の 形 の Vn 0 mb を取ると

ω= 臨 っな ～” という表示 があるのだった 。

ω^ = Ʃ (xinyi ) へ … Λ(x; ^^y~)
jiarifw

= n : Ʃryi )へ …… (x:^^yin) = n ! vol
jic…cju
"

"

n

Lem . 1. 2.23A は- 2次であり A -
*

。 L 。 *
Lの

prf.<α,Lβ Yil L βrxaf w ^ pnxa
心対称

志は β o ( w ^ *α) ☆ β n L*α = 〈 β, * l* aS vol .
* の 心正次

def def 対称
ロ

L:2 次よりA : 一2次



☆各演算 の 延長

1
0 schaalarproduct { ,

7 :
VXV , MVY*V

→ R
V*YU*, *V

*
X*V*

lefschefzoperatorL: * V*→ * U*( ME*→ N* )
sdual " A : " ( Λπ*→Λ K-aV* )

s Hodge *- operator * : 「 ( A^V * →u
- *

U* )

αΛ* β=<α , β> ' vol 」 A としはく 〉 について随伴 ,
A = * 。 L 。 *

HQ4
,
C- linear & Kerouitican extersion

{ , >¢ : VOXVE
,
成VEY AVC

0

VXX VCX ,VEXTVE
→ C

θ L : MUY → NVE (AY→Λ**Nc )1 0 A : い (べー→ ペ*V* )
β ー " (^^π

*

→ べ
- *皆 )

an *β=<α、 β)ol 」 A としはく 〉 ¢ について随伴、 A
= * ~oL 。 x

Leon . 1.22φ 上 の状況で、

i ) NV= 超 ΛGτ*はく , 7¢ について直交分解
; ;) * : ΛREV*→ A

-Ein- PV* = dime(V ,±) )

iii ) A : AREU* → ΛP
- :E- ' V*

prf .
Leus

.
1. 2 . 26

; ) :
び= で…〉 Iol= ん w…): VXのく 、 >x- on カーが 取 れ

、

s ,ゝ4

{へ…… 品へ……
EA - ar

*
lic …cip .Yc… cya}rが Λ *

V
℃の < DC-o . カ

i : i) : < Ax , β〉¢=αL β 〉¢でしはしい)次 ,
i ) より

ー

;; ) : O ≠ αεΛE* なら α へ *α=< 、 >6xa
ー…

ol ≠ o で 、

E AGPU*より *αεN - qin-PV*. ロ



Q Counting Operator
Def. 1 . 2 .25

CountingOperatorH
:

→ペ ; - い 倍

= ”
(

K-u) -π
K

m

ペへの 射影
: :

燕 。; ( K四倍

iτ
;の 倍

まとめ :

*MV* Λ*VY

" い

=
ペV A

ΛV* ① En) ペで坪

^

薬

∞ . ( a-u
) 映面frox

し3る ① (a - n)じ”
之」“感品ででで感す 鏡日中面

H
す
女 ん

A-arx
=

Λ̂ 。
"

τ*

女 崩
D ' ca - i ) 'V*

=

① θ

Nvc
*
=

く , > 直 ÷1 ,>¢直



代各淀算子 の 交換関係
淀演算子

A , B に対 し[A, B ] = AB -BoA～可損性る!
p .

1. 2,2 A*V* 上 の 演算子 として

; ) [4 , L] = 2 L ; ; ) [H ,②= -☆ ; ii ) [L . A] = H

prf .

;) : ; ) L
,
A が 2

、
- 2次 なので 、HO とOH では出る保数 が

2
、 - のずれる

iii) V の 次元 について 帰納法

o dime (V( I ) = 1…NE *=NV *DNE **E* を 直接計算
= R =V =ωR

e dime (V,
±) ≥ ュ

。 このとき (V ,<>, I )=(W'S3 I 、)⑤ ( W)<> z ) : >に直解がある

; LEI1 1)enrっ 取 り. Y
= I (x), Wi =xR∞YRとすれば IW)EW、( 2W .

=

W とすれば、 I( )Uz ≤W2
.

<>
,
I をそれぞれに 制限しても compatible

。 この 分解 により
NV* = Mwit **WX

特に PV* = 1* はあ( W 、*Wz )
儿 Ψ Ψ

ω ω
,
t wr (ωeは Win fundamental form)

L = Li* ltoLa (Li 「 / ;A = AIOLTIDAZ(

帰納法 の 仮定を 使って 定義通りゴリュリ 計算 (省略 )
□

Cor
. 1 -2 .27

L
, A , H により NV* に $ l (2) の 表現が 定まる

Cor
. 1. 2 . 28

㎥,A ](α )=i ( K -nti - 、) L ' i- "(a )for αεΛV



代§l (2) の表現 K 体

。 §L2k) : ={( ε ) ε MGk)/ atd=01
= (spank ×= (8 !) , Y = ( ; ℃

)

, B = ( 0 , ) >
。 [M , N] = MN - NMC かcE .

[ B. x] = 2 ×, [ Bi 4]=- 24, [×, ×] = B
特に § l(K ) は ] で 閉じている 。

. W-k -vect e P .allak) → Eud(a)= K - linear の 組であって

σ M
,NGSL (a, k ) , β ([M ,N] ) = [PC), OLN )]

をみたすものを §L (2.k ) の表 現 とい
C β(M) PCN)- βN)β(M)

Facts 必ずの約表既現の直和 に 分解できる
ー

D $ l (2,k) の 有限次元表現 は 完全可約 である

DsL (2 , k ) の 有限 改元既約表現は , n2 O に対する VCu ) で尽くされる

ただし 口 ( n-1 ) (i+ 1 ) i 1 0

っ→ →→ y ゝ̂→ X の 作用
V(n) = KOKD … OK * … OKOK
～NR σ

- 0 1 飛 志 いい
Yの 作用

0 0 θ 品品 B の 作用
- En) ( (- n+z) (n -zi)

は Cutl )次元既約表現。

Yαニでなる αを 取ると 、ひ( n ) はα …
×”
α
で
生成 される、

Msよって § l (ack) の 有限次元表現は ーどこか Oになる

Ya= でなる αを取り 、sα Xα… 〉 の 補空間 を 取る

をくり 返 すことで √ (uτ ) たちの 直和 に 分解 される



4 *v* o Lefschetz decomposition

efD 1. 2.29 . α ENV* が Primitive ⇒
def
A α = 0

1 。 pe : = { αε N
^
r* (αは Primitie } ≤ *U* : 部年 空間

Prop , ( . 2 .30

Mv* even の場合 の 表 ) ( ; )横列 はく〉について直党分(解

い (;;) PK= 0 for k yn

ペF* = po (; ; ;) pk 前性 pn*forkan
NV* =pl 1 K

*
皆.た 汽4for kan(:ω) Λ

ぐ
ぱ () pt = {αGALnkx= 0 }
V*= P ㎡ * L' (po) for kan

∴
*

ur3L ペ皆
= ㎥ PLCP) σ Lefschetz decomposition

τ*= 感 位 ( pK-zi )
: ー:(

*

= p
^
切 L '(p^- ) ④ … あL (po)

∴
嚇

①

裴Λ
*

= →(P') ☆ ~[pl
l
,)

4

☆そ* = L
-“

(P㎡) のん” (po)

噬 = 心 ())」‰θ

^T* = L" (po )



prf .

i) : このような 直和分解 になることは、
§
$ ( 2) の 表現論の 結果、

く , ) - 直交性: or. .2. 28 ([“, A] = { (k- uシ - )Li- + on At* ) より
αε pK-zz ,BapK- ;Cicj)に 対 しここで Ax= AB = 0 なので

くLix, i β 〉 = んα ビ-β〉=(スカラー)<A α.;- i-β>= 0 .

ii) ; i ;) ;v ) . )Cor . 162028 による計算 ロ

θ Hodge *- operator と Lefschetz operator の 相互作用

Prop . 1 . 2 . 31 aepk ー Def 12. 10
.

V上 の構造さを乗注的 に

* L
ら
α = (-1)
- ;) ! -
-; 世 (α )

Λ*V*に 延長 したもの

Λ*V*
い

:

NE* 2 pd a α 連 囲 (α)

: 灶
ftix a Liα

: L
-Krj

べπ* 銃映 か! I
:

?poucy a * Lα 人→ (n
-《 -;I(α)⑪ (-

)K」} ! 倍



Prf . dimc(U) についての 帰納法
I(x ] = y ,

in V

^ dime (τ ) = 1 . .*π* = IRD がRDYIRBWRで具体的 に計算算

⑪ (ω )=ω ⑪ (x) = .「 (勤りより OK

。 dima (τ) 22
直炎

. Pp 16 . 2 . 26 と同様 に直和分解(π 、<>,エ ) =(ω , ( > 、
,
I . ) *(W

,
< ) 2
,

Ic)を取る
。

し = し 、 のし + 1⑤ L ッ * は W
*
めA* 上に* = - 1 k ~*

、
め

*とである 。
A=AlAz' (直穴分解についての *の 一般論 -

α n*β=<α③ vol ょり)

しかし Lefschetzdecomposition についてはきれいにならないらしい
ただし(

W 2= x 、RDy . iR:dime = 1としてよい。Gci )eP((N* ) をひとっ取る
. *V* =WI (R PxR S ' R @ OR )

. MV* = N
*IR ) *NW( **xR )∞ ( - 'ω**Y ' R) * ( M-=RowR)
Ψ

D = βe t BK- c * 1 tβ
q

, * y t PK-2 Dw
と書ける

。

Ax = AiBs t (Aifai t ( AiBai) * A tAC. Ba-z)*w tPa-z
= 0 (x ε pt : Primitice より) tδG 9

*

,< W, LCa 1 }=<w .do> ↑
卵

Ba-t
,
Bat
, Bd- 2 : prinmitive

= Kawicw ) ad 1よてA .Patfa-aniM
楽Tat L ,Tk-z

?( 分 ける 2 PK-z = - A ,
L
, OK- 2,B -2EPKよ

((,λ )

より
Dk2 EPK” なので A 1ez ニ0 なので = H .idk- z =( K - u - . )8K- Aw = 1

。 う = (しめ ( * ( ゅ( _
) =染定理ん i @ l けjしめ o 飛 い 次えより)

. Bat
, Barz, K,OK-z には 帰納法 の 仮定が使 えるので

在辺 *Lら α は計算 できる(曲 いは 残 る )

右辺 は I = 1け I より 曲 = め 期 で

曲 (α ) =期(β c )+組(Pei)* 飛 ) t 両 (Pi 」* (Y) t 組 (P= )*型留
= - rY

1

= つぐ

から 計算できる。
一 致する ロ



Example 1 .2 .32

* らα = ( -) 悲(-; )! - -
;
≡(
α )を使 ってみる 。 ( =ω^ーに 注競)

。 j = K = 0
,
α= 1 ~ 。 * ] = … Reum

.
1 . 2 . 22

ー

。 j = 1
,
K= 0

、 α= 1 → * ω = on -.
へ *α _∞ー

前

): 2 nω h
-ana

19

ー 1 くα 、α7¢
。j= 0, K = 2 αEnべ*~→ * α =ー

!
ω
i-an α 占

= 前 !
〆~*^ω^

* _) : Q(
α 、
α)

(u - a}
m

⑪ (α) = え"α=α
Rem . 1 . 2 . 33

。 L
,
A

, H は (1, 1 ). ( - - ) ,10 .0 )次なので 、Lefschezdecomposition は

この 2重次数についても整合的 (⇒ 各直和因子は 「斉次部分 を取る」 で 安定 )

( “ についてのみ確 かめればよいが、 αだとし 、 〆 に Ʃαaを次解 E

すると 、 =A α=ƩAxh で、ApqEβ9*は 異 なる因子にいるか各々 O .

ie. PE=Ippia ( Pa
=

PNΛ* )
兆

し爽)ミ)
より = Pasp

式*ので *
あ
…

戊 = po
Ipkel

s
…

=

℃
L
( P茶”

L

(PK→)
…

あ
山(pK-a) …

¢ あ …

Example 1 .2 .34

PVa* = p
0 あ

Pl
あ
Pz

L (‰ ?
= wε



4 Hodge - Riemann blinearrelation

Def 1 .2. 35

Hocle -Riemann Q :RE * XNMV * →w*
^

ェ

^

""

, 「 R
Ψ

pairing (α , β ) i →Gi ")α
^

Brcon-k

あるいは、延長 した NVX Λ4 → ¢ も Q
.

で一書く
①

(α, β) ∞ 前α nβ^ cwu- k
Cor

.
1. 2 . 36 (Hodge- Riemannbilinearrelation)

。 (piq) ≠ (p; q
'

) に対し Q (Λr*,Λ↑q'π* ) = 0

o O ≠ xEPPE (Ptq≤ m ) に対し Q( α,2)= ( n- (pta)) ! <α ,α7¢ 70

prf. 上 は α^BA wn- k が( ^
n ) になる 必要があるから OK

p]M(
a

-kan- k)

下 は Λ conを部分をんで書き換えてProp . 1 . 2.31を 使
う

連 の 表示 より iPε が 出てくる
。

ロ

Example 1 -. 2.37( -) R ェーのV* と書くことにし

坪
co¢

' \ い

V* A"O * =P ' DL(po)
\ / α

θ

M* )Rに世遁とこれはQ対称
2なる。

直交 (.Po
? ,( .2. 30( ω ). α nω a^ = 0 )

(皆)。 方 は 上‰”のとっ
目 1 ) 70)

→ 3
.3 節 の Hodge指数定理 へ


